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Die Abelschen Funktionen zweier Variabein sind bereits von 
mehreren Mathematikern zum Gegenstände ihrer Untersuchung ge- 
macht worden. Die Theorie dieser Funktionen ist zuerst in ziemlich 
umständlicher Weise von Göpel und Rosenhain und später über- 
sichtlicher von Weber aufgestellt. Thomae, Frobenius, Schottky 
u. a. haben sie dann an einzelnen Punkten weiter ausgebaut. Für 
den grösseren Teil unserer Arbeit nehmen wir daher die Eigenschaft 
der Neuheit nicht in Anspruch. Doch da es aus der Theorie der 
elliptischen Funktionen, wo die Weierstrassische Behandlungsweise 
die ältere Jacobische fast ganz verdrängt hat, bekannt ist, welche 
Bedeutung die methodische Behandlung für die Übersichtlichkeit 
der Theorie besitzt, so wird auch in unserem Falle eine Wieder- 
holung des schon Bekannten in möglichst vereinfachter Form nicht 
überflüssig erscheinen. Die Vereinfachung wird besonders durch 
Benutzung der von Herrn Prof. Schottky eingeführten Indices- 
bezeichnung erreicht. Die aus ihr sich ergebende Bestimmung der 
in den Gleichungen auftretenden Vorzeichen, sowie die Darstelluug 
von log 1? durch ein Doppelintegral wird vielleicht nicht ohne 
Interesse sein. 



§ 1. 
Die Thetafunktionen zweier Variabein. 

Als Thetafunktion zweier Variabein bezeichnen wir die Funktion 

V und V sind die Variabeln; die Grössen t, }x, v sind Konstanten. 
Die Summe ist über alle ganzen positiven und negativen Zahlen 
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n, n zu erstrecken. Bezeichnen wir die imaginären Ordinalen der 
Grössen t mit t, so ist die Summe für alle Werte von v, v kon- 
vergent, wenn die Bedingungen 

2. Ti/>0-, T„'>0; r,/T„'-Ti2'«>0 

erfüllt sind. Der Kürze wegen sollen im folgenden die Grössen 
Vj v\ ya, ii\ Vjv' mit dem einen Buchstaben v,ibt,v bezeichnet werden. 
Aus 1. geht unmittelbar hervor, dass 

3. i>(-ü; fijv) = '»{v; —iUj—v) 

ist, ausserdem, dass, wenn man //, v um ganze Zahlen p, q veimehit, 
die Gleichung besteht 

4. &(v; fi+p, v+q) = e^''*^^.'&{v; jn, v). 

d e 

Setzt man für /i,v Hälften ganzer Zahlen, ji^=^, ^=ö» ®^ ^^'&* ^^® 

3. und 4. 

Die Thetafunktion ist demnach gerade oder ungerade, je nachdem 
2ibE geradß oder ungerade ist. Nach 4. genügt es, für by e die 
Zahlen oder 1 zu setzen. 

Vermehrt man ^, v um beliebige Zahlen fx^y v^j und schreibt 

SO erhält man aus 1. 

Setzt man für /bt^, v^ ganze Zahlen p, q, so ergibt sich hieraus, wenn 
man 4. beachtet, 

Die Thetafunktion ist also insofern periodisch, als sie bei Vermeh- 
rung der Argumente v, v' um die Grössen 
g V 2a)=jp + gTii+}'Tijj, 

( 2a)'==p'+jTi,+g'Tgg, 
abgesehen von einem Exponentialfaktor, dessen Exponent in v linear 
ist, in sich selbst übergeht. Die Grössen 2co, 2(o sollen als Perioden 
bezeichnet werden. 

Wir beschäftigen uns im folgenden nur mit den geraden und 

ö e 
ungeraden Thetaf unktionen, setzen also für jLt, v die Grössen « ^ ö • 

Es gibt deren im ganzen 4^=16. Aus 6. erkennt man, dass sie 
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ineinander übergehen, wenn man das Argument um eine halbe Periode 
vermehrt. Die bestimmte Kombination der 6, e, welche bei einer 
beliebigen der 16 Thetafunktionen vorliegt, heiset die Charakteristik 
dieser Funktion. Wir denken sie uns durch Indices bezeichnet. 
Zu jedem Index a gehört dann eine bestimmte Funktion i?«. Schreibt 

man 2a)a =Sa +€a tn + ^a' Ti2, 

SO entspricht jedem Index a auch eine bestimmte Periode 2a>a, 2(Oa, 
Vermehrt man das Argument von #« um die halbe Periode co^, so 
erhält man nach 6. 

Eb{v) bedeutet hier die Grösse 

Definieii; man nun neue Grössen dah^ ^ah, die auch entweder den 
Wert oder 1 haben, durch die Kongruenzen 

da-^db = Sab (mod. 2); Sa+eb = Sab (mod. 2), 
und beachtet die von Herrn Prof. Schottky angegebene [Grelle, 
Band 102; Seite 309], leicht zu verifizierende Kongruenz 

2 =öa.öb (mod. 2), 

aus welcher 

10. da+db = dab + 2öa.db (mod. 4) 

sich ergibt, so erhält man aus 9., wenn man 4. beachtet und i^aC«?) 

für ^(v, jy 1^) schreibt, 

11. Mv + COb)=Eb(v)J~^'''\{--lf^'''^'\»ab(v). 

Diese Gleichung ist wichtig für die im § 2 folgende Bestimmung 
der Vorzeichen der Thetarelationen. Dividiert man die Relationen 
durch eines ihrer Glieder, so kann man sie auch als Gleichungen 
zwischen Abelschen Funktionen der E'orm 

^a • ^akl 

betrachten, um die Vorzeichen der Thetarelationen zu erhalten, 
hat man daher zu untersuchen, in welcher Weise sich q){v) bei der 
Vermehrung des Argumentes um eine halbe Periode ändert. 
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Vermehrt man v um die halbe Periode comy so geht nach 11. 
(p{v) tlber in 

(piv + (Om) = V-:Ä Ä ' 

WO rj den Faktor i^.{—l)^\ 
bedeutet. Nun ist nach 10. 

da + dakl = Skl+2da . dakl (mod. 4), 

Sak+Sai = Sici+2dak'Sai (mod. 4), 
folglich 

h = 22:em{SaSaki-dakdai) (mod. 4). 
Da man h' und ^ h nur mod. 2 zu betrachten braucht, so kann mau 
setzen 

Sak^^a+^k'i ^akl^ ^a+^k + di] CtC. 

Dann erhält man nach einer einfachen Reduktion ^ = (—1)^, 

12. H=2!{^kil^m+£lSmSk+£mdkdl). 

Das Vorzeichen tj ist demnach von a ganz unabhängig und 
symmetrisch in fc, l, m. Bezeichnet man es mit (fc, l, m), so erkennt 
man sofort, dass die Gleichung 

13. (fc, Z, m) (r, Z, m) = (kr, Z, nij 

besteht. Sind zwei Indices, z. B. Je und Z, einander gleich, so erhält 
man, da dl = dk (mod. 2) ist, 

14. (fc, fc, m) = (-l)-^''^\ 
Ist m = Ä:Z,^so ergibt sich 

15. (fc, Z, fcZ) = (-lf^'fc'^ + '^'^\ 

Vermehrt man v um cojt?, so geht q)(v) in sich selbst über; folg- 
lich ist 

(p{v + a)ki) = (lc, Z, kl)cp{v). 
Setzt man v=—\(Oki, so ist 

9^ (i o)ki) = (fc, Z, fcZ) 9? ( — -^ cüfci). 

Da qp{^(Oki) nicht gleich sein kann, so folgt, dass (k, Z, kl) 
gleich +1 oder gleich —1 ist, je nachdem (p{v) eine gerade oder 
eine ungerade Abelsche Funktion bezeichnet. 

Die Indices der Thetafunktionen wählen wir nun in der fol- 
genden Weise. Es gibt 6 ungerade Thetafunktionen. Ihre Charak- 
teristiken sind: 
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Wir bezeichoen sie in einer beliebigen Reihenfolge mit 1, 2, 
3, 4, 5, 6. Bilden wir daßy=ida'\'iß-\-^y\ fia/ffy = Co +£/?+£/, wo a, 
ß, y irgend 3 der 6 Zahlen 1, 2... 6 bedeuten, so ist ^daßy^aßy 
stets gerade; folglich ist '&aßy eine gerade Funktion. Unter den 20 
Kombinationen der 6 Indices zu je dreien kommt jede gerade 
Charakteristik zweimal vor, und zwar ist '^aßy = '^hXix , wo «, A, fi die 
drei von a, ß^ y verschiedenen Zahlen der Reihe 1, 2 ... 6 bedeuten. 
Von der Richtigkeit dieser Behauptungen ttberzeugt man sich leicht 
an der Hand der vorhergehenden Tabelle. Es ist also auch für die 
geraden Thetafunktionen auf diese Weise eine Bezeichnung durch 
Indices gewonnen. Da die einzelnen Thetafunktionen durch Ver- 
mehrung des Argumentes um halbe Perioden ineinander übergehen, 
so ordnet man den Perioden am besten zweigliedrige Indices zu, 
und zwar in der Weise, dass durch die halbe Periode (o^x '^h in i?a, 
und i>a in i>axA übergeht. Es gibt 15 inkongruente halbe Perioden. 
Da für t? = die ungeraden Thetafunktionen verschwinden, und 
durch Vermehrung des Argumentes um die halbe Periode (Oaß ^a in '^ß 
übergeht, so ist auch i?a(o>a^) = 0, und ebenso '^aipa^^ ^(coox), i?(ö>oa), 
^Kcüaf^)' 'O'aßy wird =0 für die Werte coaß, coay, (Oßy, co^a, ö>«^, ö>a^. 

Setzt man 

i>y . iTaßy 

SO ist Tc=^ay, l—ßy^ kl=aß. Da (p{v) eine ungerade Funktion be- 
zeichnet, so ist nach dem früheren 
16. (ay, ßy, aß) = -l. 

Nun ist nach 15. 

(«y, ßy, aß)=(-if'"'^'^^^'^^'''^' 

oder, wenn man 2J{£aiß+eßda) = [afß] setzt, 

{ay, ßy, a^) = (-l)t"'^^ + ^'''^ + t'''«l 
Da das Vorzeichen nach 16. den Wert —1 hat, so folgt, dass man 
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6 Vorzeichen Qi, Q^ * • Qe s^ bestimmen kann, dass die Gleichung 

17. (—1) '^ ^-Qa-Qß 

besteht. Eines der Vorzeichen bleibt dabei willkürlich. 

Über das System der ungeraden Charakteristiken ist noch 
folgendes zu bemerken: 

6 6 

L Die Summen ^da^a, S^d^a sind =1 (mod. 2). 

a=l a=l 

6 

II. Da ^^a = (mod. 4) ist, so ist das Quadrat dieser Summe 

a=l 

durch 4 teilbar. Subtrahiert man von demselben die durch 4 teil- 

6 

bare Zahl ^^a^, so folgt, dass die Summe 2 2^dadß{a^ß) ebenfalls 

a=l a,ß 

durch 4 teilbar ist. Demnach ist ^^«.^^ = (mod. 2). Dasselbe 

a,ß 

gilt von Jldadß. 

a,ß 

6 6 6 6 

III. Die Summen ^day 2^da, ^Sa, 2^d sind gerade Zahlen. 

1111 

Hieraus folgt, dass ^«^^HA/t; ^«/9=V^/o Kßy^f^Hifi (mod. 2) ist. 
Für 8y Ey e gelten dieselben Kongruenzen. Mithin bestehen zwischen 
den Indices die Gleichungen (a) — {ßyxXjLt) ; (aß) = {yx^ibt) ; {aßy) = (xkju). 



§ 2. 
Die Relationen zwischen den Thetafunktionen. 

Die 16 Funktionen i?«, 'd'aßy sind durch ihre Periodeneigen- 
schaften bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, wenn man hinzu- 
fügt, dass sie ganze transscendente Funktionen der beiden Argu- 
mente sind. 

Bildet man dagegen die Quadrate der Thetafunktionen, oder 
die Produkte zweier verschiedener Thetafunktionen und entwickelt 
diese Ausdrücke nach Potenzen der Grössen e""^^, e^^^\ so erkennt 
man, dass es in beiden Fällen vier linear unabhängige, transscen- 
dente ganze Funktionen gibt, welche denselben Periodengleichungen 
genügen. Hieraus folgt: 

1. Dass sich die Quadrate der 16 Thetafunktionen durch 4 
unter ihnen homogen und linear ausdrücken lassen. Zwischen 5 
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Thetaquadraten besteht also eine homogene, lineare Gleichung. 
Wählt man 4 Quadrate ungerader Thetafunktionen und ein Quadrat 
einer geraden Thetafunktion, so folgt, da die Quadrate der un- 
geraden Funktionen mit dem Argumente versehwijiden, dass schon 
zwischen 4 Thetaquadraten eine homogene lineare Gleichung besteht . 
Ferner ergibt sich, dass '&a{V'\-w).'&a{v—w) sich durch 4 Theta- 
quadrate linear und homogen ausdrücken lässt. 

2. Dass die 8 Funktionen, die zu derselben Periode xX gehören, 

a) '&a*'0^axX\ '^ß^'O'ß^x] ^y.l^yxA; '0'^,'^^^x\ 

durch 4 unter ihnen linear ausgedrückt werden können. Da aber 
die ersten 4 Funktionen (a) ungerade, die 4 letzten (b) gerade sind, 
so besteht schon zwischen je drei Funktionen der ersten Reihe, und 
ebenso zwischen je dreien der zweiten Reihe eine homogene lineare 
Gleichung. Die Ausdrücke 

ÖV öv ov ov 

haben dieselben Periodengleichungen wie i^x.^a. Ausserdem sind 
sie ungerade; sie lassen sich also durch '^a'^ank, '^ß'^ßxk ausdrücken. 
Zunächst soll die Gleichung aufgestellt werden, welche zwischen 
den Funktionen 

^a^o«A, '^ß'^ßxk^ ^y^yxA 

besteht. Es sei 

1. Ä^a.'»a.k+B»ß.§ß,x+C^y . 1?,«A =0. 

Dividiert man diese Gleichung durch '^a-'^axk, vermehrt v um die 
halbe Periode coy«, multipliziert dann mit '&ayH.'^aYk und setzt das 
Argument gleich 0, so erhält man 

ÄCayn . Cayk+ {aß, aßxXy yx) B Cßy^ . Cßyx = ; 
CayHi Cayk ©tc. siud dlc Wcrtc, welche i?ay«, '^ayk etc. für v=0 an- 
nehmen. Da {aßxX) = (yju) ist, so folgt 

2. A Cayn Cayk + (dß, yjU, yx) B Cßy^ CßyX = 0. 

Vermehrt man v um die halbe Periode coß^, multipliziert mit 
'^aßx'^aßk nnd setzt «;=0, so erhält man 

3. A Caßx . Caßk + (ay, ßjx, ßx) Ccßy^ . Cßyk = 0. 

Aus 2. und 3. folgt, dass man schreiben kann 

4. l B= — {aß, yfx, yx) . Cß^,, . CßXf, , 
C=" {ay, ßfi, ßx) . Cy^^, . CyA^. 
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Wollte man diese Werte in 1. einsetzen, so würde die ent- 
stehende Gleichung unsymmetrisch werden. Es lassen sich aber 
die Vorzeichen (a/8, y^i^ yx) und {ay, ßfx, ßx) in eine solche Form 
bringen, dass die Gleichung eine symmetrische Gestalt annimmt. 
Nach 12. § 1 ist 

{aß,yfx,yx) = {'-\)^y WO 

5. H= 2 (Caß dyf^ dy^ + fiy^ Öy^ daß + SyH ^aß \fl)* 

Nun ist dyf,.dy^ = {8y+d^,){dy+d^) {mod. 2), folglich, da V = ^)' is*; 

^y/« ^yx ^ ^y + ^y ^x + ^y 5/* + ^x ^/i* . 

Aus dem, was am Schlüsse des § 1 (II.) gesagt wurde, folgt 

(^y^x + ^y^/i + ^x<5^) + (^a^/9 + ^a^A + ^iS^A) 

+idy+d.+d,M+^+»x) = (mod. 2). 
Da Sy-\-8^+df^^=da+dß+dx (mod. 2) ist, so ergibt sich also 

^Yf* ^yx ^ ^y + ^a + ^/? + ^A + SaÖß + Öadx + ÖßÖx 

oder 

^Yfi SyH ^ ^y + <3a+ ^/9+ ^oA . ^ßX . 

Mithin ist 

2!eaßdyf^ dy^ = 2!eaß{Sa + Sß+dy) -^^Saß^aX^ßX 

oder, da 2^eaßydaßy^0 (mod. 2) ist, 

6, ^£a/9^y/t^yx^ Ji;'fcy(^a+^^+5y) + 2! ^aß^aX^ßX' 

Das Vorzeichen (a^S, aA, /8A) hat den Wert — 1 ; folglich ist nach 
12. § 1 

2!£aßiaxSßX'^'i^+2^Saß{£axSßX + eßxSax)* 

Unter Berücksichtigung dieser Kongruenz ergibt sich aus 5. und 6. 
H=l+2;eyida+dß+dy) 

+ 2^Saß[£aX^ßX + SßxSaX + £Yf^^Y>' + £Y»^Yf^' 

Schreibt man ö^A = ^yx+5a^; ^aA = ^yx+^/ff^, so geht die in der 
zweiten Summe stehende Klammergrösse über in 

^Y^iSaX + SßX + Syfx) + £ca^a^ + €/?A^/ff^+fiyx5y|i 

oder, da €aA+«^A+ey^ = txA ist, in 

£hX ^yx +£aA^a.a + «/ffA^/?^ +€yx^y^. 

Schreibt man nun exA = €x+«A; «aA = €a+€A, etc., so erhält man 

€a Safl + Sß dßfj, + Ey Öyf^ + £« {dy^ + dyf^ + ex (dy^ + ^«^ + Ößf^) 

^ e«^«^ + €^ dßfi +€y dyfi+e^ d^f^ + ex dxfi 

= €aSa+eßdß+eydy+e^d^+exdx+{ea+eß+ey+eH+€x)df^ 

6 
0=1 
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Diese Summe ist kongruent, 1 (mod. 2), und mithin, da ^€y^y = l 
(mod. 2) ist, 

H=i;[ey{da+dß) + da+dß], 
Sehreibt man 

7. ^«.(-1) =(ali8), 
so wird also 

8. {aß,y^,yx) = {y\a){y\ß). 

Das Zeichen (a | ß) ist ein alternierendes. Denn da 

^,^^ = _(-^lf^'«^^^'^^«^ ist, so erhält man (« | ^) (^ | a) = - 1. 
Bildet man jr« = (a | ß) (a | >') (a | x) (a \X)(a\ ju), so ist nach 7. 

^o — Qa • V ^) i 

y. :7ra=^a.(— 1) = — ^a. 

Das Voraeichen Qa lässt sich also durch ein Produkt alternierender 
ausdrücken. Aus 8. folgt (ay^ ßu, ßx) = {ß\a){ß\ y). Berücksichtigt 
man diese Werte und die Gleichungen 4. und 8., so geht die 
Gleichung 1. über in 

Multipliziert man diese Gleichung mit (a | ß) {ß | y) (y \ a), so erhält man 

Dividiert man die letzte Gleichung durch ^^.i^^^a, und vermehrt v 
um die halbe Periode co^f^, so tritt das Vorzeichen 

(a/x, a/xxXy xjj) = (aju, ßy, x/j) = {fj,\ß){/x\ y) 
hinzu. Multipliziert man die Gleichung mit {/ll | a) (^a | ß) {/Lt \ y), so 
ergibt sich also 

12. i:ia\ß){a\ y) {a \ ^) . C««^ . CaXf^ . '»anfj, • '9'aXf^ = 0. 

Dividiert man die Gleichung 10. durch i>y.#yxA und vermehrt v um 
die halbe Periode coy^, so tritt bei dem ersten Gliede das Vorzeichen 

(ay, ayxl, yx) = (aj/, ^/i, j^;«) =^{y\ß) (y 1/^) 
hinzu. Das resultierende Vorzeichen ist also 

iy\ß){7\H){ß\7) = -{y\i^)' 

Das resultierende Vorzeichen des zweiten Gliedes ist 

{y\a){y\ix){y\a) = -^{y\^). 
Man erhält demnach die Gleichung 
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Wir stellen nunmehr die zwischen den Quadraten der Theta- 
funktionen bestehenden Relationen auf. Es sei 

14. i;Aa^j = o. 

a, ß, y, H 

Dividiert man die Gleichung durch t?«^, vermehrt t? um die halbe 
Periode coy^, multipliziert mit t?ay« und setzt v==0, so entsteht 

Aa . clyH + {aß, aß, yx) . Aß . c}y^ == 0. 
Nun ist {aß, aX, yx) = {a\y){a\x)] {aß, ßX, yx) = {ß\y){ß\ x). Durch 
Multiplikation erhält man 

15. {aß, aß, yx) = {a\y){a\ x) {ß \y){ß\ x). 
Man kann also schreiben 

Aa={a\ y) {a \x){a\ ß) Cßy^ = {a\ß){a\ y) {a \ x) dif,, 
Aß=={ß\y){ß\x){ß\a)cly.={ß\a){ß\y){ß\x)4,^, 
und ferner 

Ay = {y\a){y\ß){y\x)4xf^, 
A^={x\ a) {x \ß){x\ y) clxf^. 
Es besteht demnach die Gleichung 

16. 2;{a\ß){a\y){a\x)clxf..^l=^0. 

a,ß,Y,x 

Dividiert man diese Gleichung durch dl, vermehrt v um die halbe 
Periode o>a^, und multipliziert mit dlxfi, so tritt zu dem ersten Gliede 
das Vorzeichen {ax, ax, X/ll) = {a\X){a\ /j) {x \X){x\ ja) hinzu. Multipliziert 
man die ganze Gleichung mit {x\X){x\/ll), so erhält man 

17. • 2;{a\ß){a\y){a\x){a\X){a\f^).clx^.^tx^ = 0. 

Nach 9. lässt sich diese Gleichung auch folgendermassen schreiben: 

18. ^^o • CaXfi . 'd'aXfi = 0. 
a,/?,y,« 

Dividiert man die Gleichung 16. durch d'J und vermehrt v um die 
halbe Periode co^x, so multipliziert sich das erste Glied mit dem 
Vorzeichen {ax, ax, xX). Seinen Wert bestimmt man auf folgende 
Weise. Es ist nach 8. 

{x\a){x\ß)={xy,xX,aß)', 
ebenso ist 

(a \x){a\X)= {aß, ay, xX) = {ay, xX, aß). 
Durch Multiplikation entsteht 

19. -{x\ß){a\X) = {ax, xX, aß). 
Ferner ist nach 8. 

{x\y){x\/j) = {ax,ßx,yjx). 
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Multipliziert man diese Gleichung mit 

— 1 = (axj ßxy aß)y 
so folgt 

20. —{x\y){x\jbL) = (axy ßx, xk) = {ax, xXj ßx). 
Multipliziert man endlieh 19. und 20., so entsteht 

21. iax, ax, xX] = (a | A) (« ] ß) (x \y){x\ jn). 

Setzt man diesen Wert in der angegebenen Gleichung ein, und 
multipliziert sie mit {x \a){x\ ß) {x \y){x\ /i), so erhält man 

22. i;{a\ß){a\ y) (a | X) clx^ i>L = (>^ I /^) clxA • 

Dividiert man 16. durch i?;.^ und vermehrt v um die halbe Periode 
cüyx, so multipliziert sich das erste Glied der Gleichung mit dem 
Vorzeichen 

(aA, aXyyx) =^ {a\y) (a\ x) (A \y) {l\ x). 
Das dritte Glied multipliziert sich mit dem Vorzeichen 

{yl,yl,yx)^Ck\x){y\a){y\ß){y\ix). 
Multiplipliziert man die ganze Gleichung mit (A \y)(}.\ x)y so ergibt 
sich also: 

In den Gleichungen 10, 12, 13, 16, 18, 22, 23 sind die homogenen 
linearen Relationen, welche zwischen den Quadraten und den Pro- 
dukten zweier Thetafunktionen bestehen, vollständig angegeben. 

Setzt man in 18. und 22. i;=0, so ergeben sich zwei Kon- 
stantengleichungen : 

24. ^^aCav = 0; 

25. 2;{a \ß){a\ y) (a \ X).clx^ . cL = 0. 

Eine dritte wichtige Eonstantenrelation erhält man auf folgende 
Weise. Der lineare Bestandteil von i?« heisse AaV + Bav\ Die 
Gleichung 

A K^^x + B^ß^ß^x + C^r^y^x = 

muss auch für die linearen Glieder von i>a,^/ff,^y bestehen. Folglich ist 

AAa Cohx + BAßCß^x + CAy Cy^x = 0; 

A Ba Ca^cX +BBß Cß^X + CBy Cy^y = 0. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich 

ACanX _ BCßnX _ C CytiX 

AßBy Ay Bß Ay Ba -4« By Aa Bß Aß Ba 
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Nun ist nach 10. 

B (y I a) . Cß^f, . Cßi^ (y I a) . Cayx . CayA 
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 

Cßyn « CßyX , Cßy^ ^ (^1?^) (AßBy— Ayß ß) ^ 

Cayx . CayX • Coy^ (j' | «) (-4y -B« — -4« jBy) 

Multipliziert man die linke Seite dieser Gleichung im Zähler und 
im Nenner mit c^ßy^ so erkennt man, dass man schreiben kann 

26. Caßy . Caßx • C^ßX • Caßix =r.{a\ß) {AaBß — AßBa), 

WO r eine symmetrische Funktion der Indices bedeutet. 

Es wird noch gezeigt werden, dass r von den Grössen t^j, Tjj, 

T22 ganz unabhängig ist, und den Wert ± — besitzt. Die Gleichung 

26. bildet das Analogon zu der aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen bekannten Gleichung i>'(0) = 7r.i>i(0).t?2(0). 1^3(0). 

Ausser den zwischen den Thetafunktionen bestehenden Glei- 
chungen 10, 12, 13, 16, 18, 22, 23 gibt es noch andere, in denen 
die Ableitungen der Thetafunktionen vorkommen. Es wurde schon 

bemerkt, dass sich z. B. i?x-^ — ^a -^ durch die Produkte i^a^^axii, 
'^ß'^ßxx ausdrücken lasse. Schreibt man 

*x^ - '»X— = A&a^axX + B^ß^ß^x 

und stellt diese Gleichung ftlr die linearen Glieder auf, so erhält man 

{A.V +B.v')Ax - {Axv+Bxv)A. 

= ACaxX{AaV +BaV') + B Cß^x{AßV +BßV). 

Hieraus folgt 

A . AaCaxx + B,AßCß^x = 0; 
AxB^—A^Bx=A.BaCaxx+B.BßCß^x^ 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich für A der Wert 
. ^ Ay,Bx—A xB^ ^ Aß 

AaBß — AßBa CaxX 

oder, wenn man 26. beachtet, 

^ (x\k)Aß .Cß^X . D ^ _ (>c\X)Aa,Ca yX ^ 
(a I ß) Caßx . CaßX ' {<^\ß) Caßx • CaßX 

Mithin ist 

97 . . [<* ^^' % ^^- 

^ < . Caßx . CaßX 'f^x -^ 1/A ^— 

[ OV OV 

= {a\ß){x\ X) [AßCß^x'&a- ^axX — AaCaxX'f^ß^^'^ßxX] • 
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Es 18t *" -ö— — *^ ä~ = '^»''^^ ■ 3 • 

Nach 9. § 1. geht — bei der Vennehrung des Argumentes 
um die halbe Periode com , abgesehen von einem konstanten Faktor, 

in -J^ über. Vermehrt man v um (Omj so geht also — ^ in 



^ log 

über. Man dividiere 27. durch i?«i?a und vermehre t? um 



'*^xm 



28. CaySx . Gaßk 



^a.X 



dv 

die halbe Periode cw««. Dann multipliziert sich das erste Glied 
der rechten Seite mit dem Vorzeichen 

{ax, aX, ax) = {x\X)(a\ ß) {a \y)(a\/j), 
[siehe 21.]; das zweite Glied multipliziert sich mit dem Vorzeichen 

{ßx,ßX,ax) = -(ß\a)ix\X), 
[siehe 19.]. Folglich erhält man 

Sv ^ dv \ 

= AaCanX'^aßx'i^aßX - (« 1 J') (« I y") AßCß>,X^H^l. 

Dividiert man 27. durch i?«i?a nnd vermehrt v um die halbe Periode 
(Oaß, SO tritt auf der rechten Seite beim ersten Gliede das Vorzeichen 

{ax, al, aß) = — {a\Y){a\fi), 
[siehe 20.], beim 2. Gliede das Vorzeichen 

(ßx,ßX,aß)=--(ß\y){ß\f^) 
hinzu; folglich ist 



^-^^-di ^^^'- dv 



29. CaßH^CaßX- 

= {a\ß)ix\ X) [{ß \y){ß\ fi)AaCa^^a^a.x -{a\y){a\ fi)AßCß.x^ß^ß,x]. 

Die Gleichung 28. erlaubt, den Wert von r in der Gleichung 
26. zu bestimmen. Setzt man in 28. die Koeffizienten von v^ und 
V v' gleich 0, und dividiert die entstehenden Gleichungen durch 
iCaßnCaßxCanXj Tcsp. CaßxCaßxCaxXy 80 crhält mau , wcuu mau mit 
Co^y, ci^y, c%y die Werte der 2. Ableitungen von ^«^y nach den 
Argumenten fürt?, t?'=0, mit c^, Ca\ cj,^, c«* die Werte der 3. Ablei- 
tungen von ^a für t?, ü'= bezeichnet, 



30. ef-A„^-^ = A„ 

Ol • Ctx J-^a ' ~ — •"« 

CaxA 
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,. + -- -2(a I y) (a I li)-~~r 

Caßx CaßX\ Caßx Cai 

^"^-+'"H-(a|j')(«l/^) 



ßk CaH?. 

Aß . c>A (^x5a+^aJ5«) 



Ca/Sx C«/SA CaxA 

Stellt man die der Gleichung 28. entsprechende in den Ableitungen 
nach v' auf, und setzt wieder die Koeffizienten von v^ und vv =^, 
so folgt 
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32. C^ + iBa— -2^a--: 



[^20 20 -i 

Caßx.Caßk 
Caßx CaßX_ 



-2{a\y){a\f£) 



BßCß^xA^A), 



02 
CaxA 



r 11 11 

Caßx , Cg/gA 

Cnßx CaßX 



{a\y){a\^) 



Caßx CaßX CaxX 

BßCß.x{A,B,+AxB.) 



Caßx CaßX CaxX 

Differenziert man 28. logarithmisch nach t^ und beachtet, dass 
nach 1. § 1 

^Caßy ^^. v'/'/v»_l_^A2>,^*fl'(^'^I *''**'^ 



ar,, 



:7i«^(w+v)*e' 



.«0 



Ca^,= (27ri)».2:(«+»')*e 



^ Jtig (0,0; n,«') 



also 



5c, 



5ti 



— = -j— . c!^y, und feiner ^ = j— . cf ; ^ = -p- . Ca 



11 



4t ni 



5tii 47ri' 



4 Tri 



ist, 



so erhält man 



20 

34. ?^^ + ?^ + ^^i + ?e^ = 4^i 



Co^y Ca/?x 



20 20 

CaßX ' Caßfi 



ölogr 



-30 D -21 j , ^21 Ä 80 D 

Cg Bß—Ca Aß+Cß Aa — Cß Ba 

Aa Bß — Ba Aß 

Multipliziert man 30. mit Bß, 32. mit Aß und subtrahiert, so folgt 



+ 



35. Ca Bß— Ca Aß = (AaBß — BaAß) 



Caßx , CaßXl 
Caßx CaßXj 
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+ ^-^[A„Bß+B„Aß]-2AaAß^-^. 

CaxX CaxX 



Vertauscht man in dieser Gleichung a mit ß, x mit y, X mit /*, 
so entsteht 



36. cfBa-cfAa^iAßBa-BßAa) 



20 20 -1 

Caßy 1^ Caßfx 

Caßy Caßfi^ 

^20 

Cßyf, 



+ -''-^[AßB^+BßAa] -2A^AP 

Cßy„ 



Sin' , 

Cßyf, 
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Subtrahiert man 36. von 35., so ergibt sieh, da Caxx = Cßyf, ist, 

30 r> 21 ^ , 21 j SO r» 

Ca Bß—Ca Aß+Cß Aa — Cß Ba = 



{AaBß-BaAß) 



tJ^ J^ J^ J^ 



1 














1 














1 














l 



Caßy Caßx CaßX Caßfi^ 

Vergleieht man diese Gleichung mit 34., so erkennt man, dass 

S loff T 

r, =0 ist; also ist r von r^ und folglich auch von t,, un- 

abhängig. Differenziert man 26. logarithmisch nach Tj^, so ergibt 
sich in ähnlicher Weise aus den Gleichungen 31. und 33., dass r 
auch von r^, unabhängig ist. Demnach ist r eine absolute Eon- 
stante. Um sie zu bestimmen, verfahren wir f olgendermassen : Wir 
ordnen dem Index a die Charakteristik (11 0), und dem Index ß 
die Charakteristik (0 11) zu. Dann gehören zu den Indices aßy, 
aßx, aßkj aßfi folgende Charakteristiken 

aßy 

aßx 

aßX 

aßfi 

Wir setzen nun r^g = ^* Dann zerfallen sämtliche Eonstanten 
in Eonstanten elliptischer Thetafunktionen, und zwar ist ' ' 

Aa ^2;ri^(n+i)e"*^"(*'+i)"+''+W.^e-*'«'»-, 
Ba = 2;ri^e"*^"("+i)*-^''-^i].^we-*-««* = 0, 

Aß = 2;ri2;we"'''"^\2;c"['"^'*'^*)*^"'^^^ = 0, 
Bß = 2^ii^6"*^"*^\^(n+i)c'''[M«+iH«+i], 

Setzt man diese Werte in 26. ein und beachtet die Gleichung 
*'(0) =: ^di(0^*,(0)*3(0), d. h. die Gleichung 

SO erhält man —r=i(a\ß)r. Demnach hat r den Wert +— b. 

Ans 7. § 1 geht hervor, dass die zweiten logarithmischen Ab- 
leitungen der Thetafunktionen uugeändert bleiben, wenn man das 

2 
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Argument um ganze Perioden vermehi-t. Folglich ist — ^^r^ eine 

ov 

Abelsehe Funktion. Da sie unendlich wird wie const. i?^^ so muss 

a^^log^a 
sich '^ct~~ö~% homogen und linear durch 4 Thetaquadrate aus- 
drücken lassen. Wählt man dazu die Quadrate t?a, *J, *y, ^!/?y. 
so besteht nicht schon zwischen diesen eine Gleichung der Form 

A^l + B4 + C4 + D^lßy = 0. 
Denn vermehrt man v um die halben Perioden a>/?y, coy«, co«/? und 
setzt t? = 0, so folgt ^ = 0, JS = 0, (7=0, D = 0. Schreibt man 

37. *«^-^*" = A^-^-B^l+C^l^ p^lßy, 

dividiert die Gleichung durch *«, vermehrt v um die halben Perio- 
den (Dßy, coayy ö>a/j, uud sctzt dauu V = 0, so erhält man, wenn man 
beachtet, dass 

^" dv^ "" "5t?2 \dv) 
ist, 

20 Ä 2 

- ^J = {aß, aß, ay) Bclßy = {ß\y){a\ x){a \X){a\ fx)Bclßy. 
^A'ß = {ay, ay, aß) Cclßy = {y \ß){a \ x){a \X){a\ ^i) Gclßy. 
Setzt man endlich in der Gleichung 37 selbst v = 0, so folgt 

Demnach ist 

OQ 2 *5«l0g^a ^ 20 n« .2o2 

OO. Caßy Va ^-^ = Caßy Caßy '(^a — -^a Yaßy 

+ 0?ly)(a|;^)(a|A)(a|;u)[^|d',-4*|]. 
In ähnlicher Weise erhält man 

aö /•« A2^'l0g^a_ ^ 11 n2 . p «2 

OO. Caßy t/a ^ ^ / ' = Caßy Caßy t/« — ^a^a iTaßy 

+ {ß I y)(a I «)(a I A)(a | ;u)U^J5^i>^-^,£yi??], 

QQ J 42 ^'lOg^a ^ 02 n2 7j2 n2 

+ (i8|y)(a|«)(aU)(a|/.)[5K-^'*A]- 
Dividiert tnan 38. durch ^^ vermehrt t? um die halbe Periode a)ßy 
und beachtet, dass 
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ißyJyjY) = {ßYyßy>aH){ßyJy,kfi) 

= {ß\oi){ß\x){r\a){y\x){ß\fi){ß\k){y\fi){y\X) 

= —Qß • Qy 
ist, so ergibt sich 

. Oy . Ca^y 1/a^y g-y = Ca^y Ca/?y iTaßy 

+ Öa^/J^y ba ^a ^a + Ö/? ^^ ^| + Qy A] ??y]. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Konstanten Aa, Ba, Caßy 
durch 6 unabhängige Parameter auszudrücken. Unterwirft man die 
Argumente ^5, »' einer homogenen, linearen Transformation, deren 
Koeffizienten willkürlich sind, und schreibt das lineare Glied von ^a 
40. Ua = Ca{u — Caw); « = 1, 2, 3 . . 6, 

so sind drei der Grössen 6« ganz willkürlich und alle 6 voneinander 
unabhängig. Da die Gleichung 

41 . A KxK^X + B&ß ^ß.X + C^Y *yxA = 

auch für die linearen Glieder von i?«, t?/?, i>y bestehen muss, so er- 
gibt sich 

Bß — Cy Cy — Sa Ca — Sß 

Vermehrt man in 41. m um die halbe Periode coaß, nachdem man 
durch '&a '^anx dividicrt hat, so folgt 

A ^ß^ß^x + {aß, yfi, aß) B ^aK>cX + {ay, ßfx, aß) C^^*^.a = 0. 
Hieraus erhält man ebenso wie vorhin 

^ ACßCßttX , o o\^^^^<^x^ / o o\ OCuCuhX 

43. ^Tz^ = ^-ß>yf^^^ß)j^-^ = («^'^^'«^^ Vir- 

Aus 42. und 43. folgt 

44^ = (aß, y^, aß) . [^^-^^li^^^ ^^. 
CßCß^^x («a-6y)(ea-e^) 

Nun ist {aß, yfx, aß) = (a | y){a \fjL){ß\ y) (ß \ fi) [siehe 15]. Schreibt 

man {a\ß){ea — e/?) = e«^, so ergibt sich 

t 8 

AM Ca ^ohX Bßy • Cßfi 

~i~2~ — * 

CßCßnX ^ay^afi 

Ebenso ist 
45. 



S 2 
Cg ggyM _ ^ß>t - ^ßX 

Cß CßYf* ^«'* • ^«^ 



Multipliziert man 44. und 45. miteinander und beachtet; dass 

Ca^jl = Cßyf,, Cß^x = Cayfo SO folgt 
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Ca __ eßy, eßtc^eßx *e/?^< ^ 
Aas dieser Gleichung erkennt man^ dass man schreiben kann 

46. Ca = T. Sßy . Cß^ . eßX . Cßfi . ßyx . eyA . ßy/t . CxA • «x^i • ^A^i, 

WO r eine symmetrische Funktion der Indices bedeatet. Dividiert 
man 44. und 45., so folgt 

4 
CaxX ___ ggx « gxA . g/?y « ^ ß^ ^ 

Aus dieser Gleichung erkennt man, dass man schreiben kann 

47. CaxX = ^ «ax • CxA • ^A« . Cßy . By^t . e^^ß^ 

WO ^ ebenfalls eine symmetrische Funktion der Indices bedeutet. 
Schreibt man die Gleichung 26. in der Form 

Caßy • CaßH • CaßX • Caßfi = R . CaCyff . Baß 

und substituiert die aus ihr für eßy, eß^ etc. sich ergebenden Werte 
in 46. und 47., so erhält man, wenn man das Produkt sämtlicher 
6 Grössen c«, Cß. .c,^ mit py das sämtlicher 10 Grössen Caßy, Caßx etc. 
mit q bezeichnet, 

Durch Hinzufügung eines konstanten Faktors zu den Argumenten 
u, u kann man bewirken, dass 

49. ^==1 

ff 
wird. Dann nehmen r und q beide denselben Wert R'^ an. 

Zum Schlüsse soll noch angegeben werden, auf welche Weise 
man durch eine besondere Zuordnung der Indices zu den ungeraden 
Charakteristiken eine möglichst einfache Bestimmung der Vorzeichen 
{a\ß) erhält. Zunächst sollen in einer willkürlichen Reihenfolge 
die ungeraden Charakteristiken mit den Ziffern 1, 2, 3 ... 6 be- 
zeichnet werden, z. B. in der folgenden 
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1 


1 








2 


1 


1 


1 
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1 


1 





1 


4 








1 


1 


6 


1 





1 


1 


6 





1 


1 


1 



Da ^i = 1, ^i'= 0; «1 = 1, ei'= ist, so ist nach 17. § 1 
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Setzt man ^j == -f 1, so wird ^5, Qq auch gleich +1; Qfj Gay ^4 aber 
werden gleich — 1. Dann ergibt sich aus 7. § 2 und der obigen 
Tabelle {l\x) = -{- 1)'- ; (2 | x) = - (- 1)'-'; (3 U) = + 1 ; (4 | ;.) 
= (— 1/«; {5\x) = i-^lf^; (6|x) = — 1. Die Tabelle zeigt nun, 
dass von den Vorzeichen (1 1 x) vier positiv sind, von den (2 1 «) 
drei, von den (3 | x) alle, von den (4 1 x) eines, von den (5 1 x) zwei ; 
von den (6 1 x) ist keines positiv. Ordnet man die Indices den 
Charakteristiken in folgender Weise zu 

1110 1 

2 110 

3 1110 

4 10 11 

5 11 

6 111 

so sind die Zeichen {l \x) alle positiv, von den (2 | x) alle bis auf 
(2 1 1), von den (3 | x) alle bis auf (3 1 1), (3 | 2) u. s. w. Es ist also 
(a|^) = -f 1 oder = — 1, je nachdem a<ß oder a>ß ist. 



§ 3. 
Das Umkehrungsproblem. 

Wir sondern von i?« den Faktor Caj von ^«^y den Faktor Caßy 
ab und schreiben i?« = Cab«; d'aßy = Caßy Oaßr Da zwischen 4 Qua- 
draten ungerader Thetafunktionen eine homogene lineare Gleichung 
besteht, so gilt dasselbe von 4 Quadraten der Funktionen a«. Die 
Gleichung 

1. Aal + B4+Col+Dol = 

muss auch für die linearen Glieder von a«? Oß, Oy, a« erfüllt sein. 
Das lineare Glied von a« ist u'—eaU [siehe § 2, 33]-, folglich ge- 
nügen die Koeffizienten A, ß, (7, D den Gleichungen 

I . Ael + Be}+Cel + Del = 0, 

Ö. Aea+Beß+Cey + De. = 0, 

A + B + G + D^O. 
Schreibt man 

3. öl ==(p^{x — ea) {x— 6«), 

wo cp einen allen ungeraden a-Funktionen gemeinsamen Faktor be- 
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deutet, so wird die Gleichung 1., wenn man die Bedingungen 2. be- 
achtet, identisch erfüllt. Die Gleichung 3. bestimmt Oa als Funktion 
zweier neuer Grössen oj und a?'; der Zusammenhang dieser Grössen 
mit den Variabein u, u wird noch genauer festgestellt werden. 
Zunächst soll gezeigt werden, dass auch die geraden a-Funktionen 
eine Darstellung in den a?, x' zulassen. Die Gleichung 

muss auch für die linearen Glieder von a«, Oßy Oy erfüllt sein; folg- 
lich genügen A, B, C den Bedingungen 

Aea + Befi+Gey^Q, 
A + B + G^O. 
Demnach ist A = eß—By] B = ey—ea\ C= e«— e^, und es besteht 
die Gleichung 

4. {eß — ey)aaOaxx + {ey—eo)oßOß^x + {ea'—eß)oyOy^x = 0. 

Nach § 2, 23. hat man 

(a I /8)[cL^<« -c^A^^^W = 2:(y\ ^)iy \^)(y\ /^)<h^f^^l 

In den a-Fnnktionen lautet diese Gleichung 

8 2 

2 2 

Yf^ CaXfjiGßXfi 

Bringt man das letzte Glied der Gleichung 4. auf die rechte Seite, 
quadriert und drückt o\^x, o%x gemäss der Gleichung 5. durch aLx 
und die Quadrate ungerader a-Funktionen aus, so erhält man eine 
Gleichung zwischen gLa, Oanx, Oßxx und ungeraden a-Funktionen. 
Bringt man das mit Oß^x behaftete Glied auf eine Seite, quadriert 
von neuem und drückt dann wieder oß^x nach 5. durch oLa und 
die Quadrate ungerader a Funktionen aus, so erhält man eine qua- 
dratische Gleichung für a^A, welche Oaxx als Funktion ungerader 
a-Funktionen auszudrücken erlaubt. Da die Gleichungen 4. und 5. 
in den a-Funktionen homogen sind, so erhält man also, wenn man 
für die ungeraden a-Funktionen ihre in x, x' angegebenen Werte 
einsetzt, 

WO faHx{x,x) eine algebraische Funktion von x, x' bedeutet. Es 
lassen sich daher auch die geraden a-Funktionen durch die Grössen 
X, X ausdrücken. Um die Funktion faxx{xyx) zu finden, kann 
man folgendermassen verfahren. Aus der Gleichung 4. folgt, w^enn 
man Oo.OßayOaßy = Fnßy setzt. 



5. (a I ß)[o%. -o%:\ = ^(y I x) (y U) (7 1 A*) T^- ' ol 
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(eß—ey)Fa»cx + {ey — ea)Fß^x + (ea— eß)Fy^x = 0. 
Betrachtet man F^hx als Funktion von ^a, eß, e^, . . e^ 
keimt man, dass die letzte Gleicliung identisch erfüllt wird, wenn 
man annimmt, dass Fohx^ abgesehen von Ausdrücken, welche in 
allen 6 Grössen e«, ßy?, . . e^ symmetrisch sind, eine ganze, . ratio- 
nale, lineare Funktion von c« sei; denn die. Gleichung {eß — 6^)6« + 
{€y — eo)eß-\-{ea — 6^)ey=0 besteht identisch für die Exponenten 
w = und w := 1. Ist FohX eine ganze, lineare Funktion von e«; 
so ist sie auch eine ganze, lineare Funktion von e^ und ex. Denkt 
man sich Faß^ als Funktion der Grössen 6«, e^, . . e^ bereits be- 
stimmt, so muss die Gleichung 

6. {eß—ey)olFßyi, + {ey—ea)oßFayf, + {ea—eß)alFaßf, = 0, 
welche aus der Gleichung 4. hervorgeht, wenn man sie mit OaOßOyOf^ 
multipliziert und Oohx = Oßyf^j Oß^x = <^ay/*? Oy^x = Oaßfi setzt, durch Ein- 
setzung der Werte für Fßyf,j Fayfi, Faß^i identisch erfüllt werden, da 
sie nur eine andere Schreibweise der Gleichung 4. ist. Die Gleichung 
6. muss also richtig bleiben, wenn man e«, eß, ey, e^ durch 4 ganz 
willkürliche Grössen ersetzt. Setzt man x für eß, x' für «y, so geht 
aus 6. hervor, da Oß, a^ gleich werden, dass Fßyfj, auch gleich 
wird. Fßyfj, wird also 0, wenn zwei der 3 Grössen eß, ey, e^^ gleich 
X und x' gesetzt werden. Schreibt man 

80 ist also 

ipil rj, x') = A{x — ^){x—ri), 
rp(^yrj,x) = A\x'—S){x—ri). 
Hieraus ergibt sich 

, ,, ^ .V A{x-S){x-fj){x-C)'-A'(x'^mx'-fj){x' -0 

folglich ist 

n r ^ ^ ^ _ A{x—ea){x—eß){x-'ey)—A{x'—ea){x—eß){x—ey) 
I . yjyßaj eß, ey) — : ■- -, • 

X~~'^X 

Da diese Gleichung richtig sein muss, wenn man eine beliebige Ver- 
tauschung der Indices vornimmt, und da die Faktoren von A und 
A! die höchste zulässige Anzahl von Faktoren, die vorkommen kann, 
damit die Funktion yf{eayeß,ey) in ea^eß,ey linear und symmetrisch 
sei, bereits enthalten, so müssen A und Ä, wenn auch in ihnen die 
Grössen e«, eß, ey vorkommen, in allen 6 Grössen ßa? eß . , .e^ sym- 
metrisch sein. Bei einer beliebigen Vertauschung der Indices än- 
dern also A und A' ihren ,Wert nicht. Demnach ist 
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8. ipie^y ex, €,,):= ^- — -j ^- 

Nun ist (p^yj(ea, eß, Sy) = OaOßOyOaßy, (p^y^{e^j ex, c^) = OnO^af^o^x^,' Da 
a^^j, = o^^ ist, so erhält man durch Vergleichung der Ausdrücke 
7. und 8. 

A{x— Bg) (x — Cß) {x — Cy) A{x' — eH)(x' — ex)(x'—e^) ^ 

OaOßOy O^öxOf^ 

Dividiert man durch aaOßOy, setzt für aj, a|, a^ ihre Werte aus 2. ein 
und schreibt 

R{x) = ix—ea){x — eß){x—ey){X'—eH){x—ex)ix—ef,)y 
so folgt 

^_ _ _ ^>^ 

Bestimmt man das Vorzeichen der ungeraden a-Funktionen in der 
Weise, dass 

OaOßOya^oxOfi =^ — (p^'^R(x) yR{x') 
wird, so erhält man 

Dann ergibt sich aus 7., wenn man 

Xaßy = {x—ea){x—eß){x—ey) 
setzt, die Gleichung 

aaßy-Ji(p. ^3—; 

Um B zu bestimmen, setzen wir die Werte von o«, Oaßy in der 
Gleichung 13. des § 2 ein. Diese Gleichung lautet 

OayHOayX — Oßy^OßyX = (« | /5)(y | /i) . '-^^ • ^KaA. 

Durch eine leichte Rechnung findet man 

^axfA (^aXfi (^ßnfiCßX/i 

Beachtet man die Gleichung 

R Ca Cß Caß = Caßy Caßx CaßX Caßfi, 

SO erhält man aus der letzten Gleichung 

B^q = R^p. 

Da R^- = 1 gesetzt worden war, so ist also J5 = ± 1. Nimmt man 

-B = +1, so ist damit auch das Vorzeichen der Wurzel ^R{x) be- 



stimmt. Die Fanktionen a«, Oaßy lassen sieb also in folgender Form 
darstellen 

9. Öa^qJ iix — Ca) («'— Ca), 

Es bleibt noch tlbrig festzustellen, in welcher Weise die Diffe- 
rentiale duy du\ dx, dx' voneinander abhängen. Nach 27. § 2 lässt 

sich ^K-K^ — ^^y^ linear durch die Produkte aaaanA, ö/?<^/?ha aoß- 
drücken. Folglich ist 

^indOi — OidOti = CaOaOtutk + CßOßOßHlj 

WO Ca, C/? lineare Funktionen von c?t«; du' sind. Man bestimmt sie 
leicht, indem man für a^j oi, Oa, Oß nur ihre linearen Glieder 
schreibt. Dann erhält man 

(m' — ChW) {du' — e^du) — (w' — exu) {du' — e^dw) 
= Ca{u'—eaU) + Cß{u'—eßu) 
und hieraus folgt 

jj f Ca + Cß = {e^—ex)dUy 

1 CaBa + Cßeß = {e^—ex)du'. 

Nun ist nach 10., wenn man y = '^R{x) und x — Ca^Xa schreibt, 






(JaOanX — o/ /vi ^ / / 

<P {X — XJlXaX^Xx Xa^nOCi 

folglich, wenn man 



setzt, 



oder 



/•_. ^^^^ 



x—x 



f= CaOaOoHk + CßößÖß^ 

^{{oo'-ea)Ca + {x-eß)Cß) 



^-ß—{{x^ea)Ga + {x^eß)Cß) 
/~7-(x{Ga + Cß)- Caea- Gßeß) 



Unter Berttcksichtignng der Gleichnngen 11. geht diese Gleichang 
über in 

12. /■=?=£i^^l-^[^L_(a,'rf«_d„') lL(a;du-du') 

X X \^Xx Xx XffXx 



Nun ist a«daA— a^da« = a«a;idIog— , mithin nach 9. 



^ , [ dx dx 
' ^ [x-ex x'—ex 
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miii 

dx dx 



X ßff X ßff 

' ^' [x^xx X^Xxj 

Aus den Gleichungen 12. und 13. folgt, da sie für beliebige In- 
dices richtig sein müssen, 
-. ^dx_x'du—du\ dx ^xdu—du 

y X--X ^ y x—x 

und hieraus ergibt sich 

- dx , dx' 



■) 



15, 



, , xdx . x' dx' 
du = -^ h 



Der Faktor 9?, mit dem in den Gleichungen 9. und 10. der 
Ausdruck der a-Funktionen behaftet ist, lässt sich durch ein Doppel- 
integral bestimmen. Damit ist dann auch für die a-Funktion selbst 
eine Darstellung in der Form eines Doppelintegrals gewonnen. 

Für die a-Funktion hingeschrieben, lauten die Gleichungen 
38. des § 2 

^01 20 8 2 2 2 2 

C/^lOg Og _ Caßy 20aßy , , eyOß — eßOy 

;)*,« — ^ — ^a 2 "1" '*'* • 2 ' 



16. 



CW Caßy a« 



r^a 1 11 2 2 2 

^9 1 02 2 2 ! 

C^ log g« __ Caßy _ Oaßy . , Oß— Oy 

^w'2 ~~ /• ^ 2 • "^a • 2 ' 



2 _ _2 
"~2~ 



Die Konstante fc« hat folgenden Wert 

Jca^ '-{ß\y){a\x)ia\X)(a\ßz).-^^. 
Setzt man 



17 ""^'^ö^« I ^ t;iügaa__ jp 



glogOg ÖlogOa 

dl ^a • r^ f 
U du 

fi JT rl TP 

SO erkennt man aus den Gleichungen' 16., dass sich -tt-^, -^ ra- 

° du du 

tional durch a? und x ausdrücken lässt, da sich die mit einer Ir- 



2 



rationalität behaftete Grösse -~ forthebt. Nun ist 



2 

Oa 
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öFg^SFa^Su SFg du' 
Bx ~^ du Bx du' dx 

folglicb, da nach 15. v— = ^^; ^— = rr- isti 
° dx 2y dx 2y 

^ dx du du 

d F 

Ans dieser Gleiebnng sieht man, dass auch y-^ sich rational 

O X 

B F 
durch X und x' ausdrückeo ISsst, Dasselbe gilt von y--^* 

Cf X 

Schreibt man 

19. 2y^- = ö.|2»-^-ff„ 

80 erhält man durch Differentiation 

Da Gta und (r'a als rationale Funktionen von x, x' die Grössen 
y, y gar nicht enthalten, so folgt aus der letzten Gleichung 

Ga ist also eine Funktion von x allein, G'a von x allein ; und zwar 
ist Ga eine gebrochene Funktion mit dem Nenner aj- e«; der Zähler 

(1 (Xi 

ist in X vom 2. Grade. Schreibt man Ga = . so folgt aus 19. 

x—ea 

«n P Z'fl'aCa;) dx f ga(x') dx' 

Nun ist nach 9. 

5log(7a _ ölog^p 1 1 ^^ I 1 1 ^^' 

du du 2 x — ea du 2 x—ea du 

und nach 14. 

dx _ 2a? 'y ^^ __ 2a?y 

du x — x'' du x—x' 

Bildet man in entsprechender Weise die Werte von — tt^, t,^, ^, 

du du du 

und setzt sie in 17. ein, so erhält man, wenn man 20. beachtet und 

J X — ea 2y 
schreibt, 



- 28 - 

S\Og(p 8]0g(p V . 1 r X—Ba ,X — ea 






y 03— Ca 2«/ 07 — Ca J X — Ba 2y 



u du X~X \^ X — Ba x—ea 

oder; wenn man 

setzt; 

21. ^+ e/-^ ^, + „,„(«.) + «,,(«,') --^—-^ 

ÖW ' ^ Ott I «V / I «V / 0? — ^a «J— Ca 

Schreibt man 

' ' ' Ja? 

80 bedeutet ga(x) eine ganze Funktion 5. Grades von x. Diese 
Funktion mnss durch x—ea teilbar sein. Wäre nämlich ga{x) nicht 

durch x—ßa teilbar, so würde Waix) und folglich auch —ß^) —<^ 

für x^-Ca unendlich gross. Da (p in den Indices symmetrisch ist, 

so müsste — ts— , ^ , auch für x = e^, Cy, . . ßu unendlich wer- 
du du *^ 

den. Dies ist aber nicht der Fall; denn die rechte Seite der 
Gleichung 21. besitzt fttr x = e^g, ey, . , e^ einen endlichen Wert. 
Folglich muss ga{x) durch x—ea teilbar sein. Stellt man die 
Gleichung 

noch einmal fttr einen anderen Index auf, 

und löst diese Gleichungen nach — x— und ^ , auf, so erhält 
° du du ' 

man 

d\og(p 



22. 



du 

5 log 9? 

du' 






wo 

dx 

und Z und M ganze Funktionen von o; bedeuten, deren Grad den 
vierten nicht überschreitet. Ferner ist 



23. . W{x) = Jl(x).^; W {x) = Jm{x) . 



- 29 - 

dlogcp _ dlog(p Su d\og(p S u 

dx du Sx du' dx 

ü 1 1- i. j . ^^ du 1 Su X . . 

foldicb, da nach 15. ^r- = h- 5 "ö— = ^t" ist, wenn man 
® ' dx 2y dx 2y 

24. F= W{x)-\- W{xy, r= W'{x)+ W\x') 

schreibt, g, 

DiflFerenziert man diese Gleichung nach x, so erhält man nach 24. 
und 23. 

Bezeichnet man die ganze Funktion 

R{x)-R{x') 

X—'X' 

mit Q(aj, a;'), so tiberaeugt man sich leicht, dass die Gleichung 

besteht. Da man in 25. x mit x* vertauschen kann, so folgt also 

27. II + L{ai)^-xM(x) = ^-^-^L{x)-\-xM{x\ 

Diese Gleichung muss eine Identität sein. Mit ihrer Hülfe lassen 
sich die Koeffizienten von L und M bis auf 3 bestimmen. Setzt 
man in 27. für L und M ganze Funktionen 4. Grades mit un- 
bestimmten Koeffizienten ein und schreibt 

22(a;) = x^—\x^'\''h^x'^—li^x^-\-\x^—\x'\'\^ 
so erhält man durch Gleichsetzung der Koeffizienten gleicher Po- 
tenzen von X und x 

L{x) = -4aj* + 3Ai(B3-2A2ic2^(& + Ä3)aj + a, 



^^- \ ifer(a:)= -2aj3 + *!«?" + ca? + &. 

Sondert man von L und M die Glieder mit den unbestimmten 

Koeffizienten ab und setzt 

X(aj) =: ---4aj4 + 3Aia;3-2Aaa)2 + A3aj, 

M(öd)= -2aj3 + Äiaj2, 

W{x)^Jl{x)^^, W'{x)=^fM{x)^, 
so ergibt sich aus 22. und 28., wenn man 15. beachtet, 
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WO 

dlogtp = zdu + Vdu + V'du' 
ist. Der Ausdruck für d log 9? enthält ausser den Grössen a?, x' nur 
die Konstanten e«. Den Exponentialfaktor e'^^^^ uu -^ cu ) 

könnte man sieb, ähnlich wie es bei den elliptischen a-Funktionen 
der Fall ist, von allen 16 a Funktionen abgesondert denken. 

Setzt man die Werte von L {x) und M{x) aus 28. in 25. ein, 
so erhält man 

29. 4yy'^-^f^- = a + b{x + x') + cxx' + 

+ --^-j-^[2yy'--2x^x^ + x^x^\{x + x)-2h^x^x^ 

+ \xx {x -\'x')—2h^xx+ Ä5 {x + a;') — 2 Aß], 
Mit Hülfe dieser Gleichung gelangt man zu einer Bestimmung der 
Grössen a, 6, c. Es ist 

ö^loga« _ ö^loga« Su Su SHogOa Su' du 






du Su' du du 
dx dx dx' dx 



O U x-x . X tn ^ lOgö« Ö^lOga« Ö^lOgaa ., -Iß 

Substituiert man für —3-^-? ^ — ?— ,? -^-7^- itre m 16. an- 

du^ du du du^ 

gegebenen Werte und bedenkt, dass ^ f f = ^ f, ist, so er- 

oxdx dxdx 

gibt sich, da sich die Quadrate der ungeraden a-Funktionen fort- 
heben, 

Setzt man für Oa/fy seinen Wert ein und vergleicht in 29. und 30. 
die Koeffizienten geeigneter Potenzen von a?, x', so findet man un- 
mittelbar 

a= — — {ea + ef + Cy) e^exef, — (e« + ca + c^) 6« e^e^, 

Oaßy 
11 

Oaßy 

Durch Hinzufügung eines Exponentialfaktors zu den a-Funktionen 
kann man bewirken, dass a, &, c den Wert annehmen. 
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